METODIČKI PRISTUP RAZLIČITIM  DOKAZIMA

 HERONOVE FORMULE

Sead Rešić

Sažetak

Jedan od važnih zadataka s kojim se često susrećemo je izračunavanje 

površine nekog lika. Ako je lik moguće rastaviti na trouglove, tada se površina lika dobija kao zbir površina tih trouglova. Najčešće se površina računa iz poznatih dužina stranica ili se ove prethodno izračunavaju iz poznatih elemenata koji određuju trougao. U tom se slučaju za površinu  koristi Heronova formula:

U ovom radu se bavimo dokazom Heronove formule u okviru različitih postupaka kojima se realizira osnovna ideja: izračunati površinu trougla kao  funkciju  stranica. Navešćemo šest dokaza.


Ključne riječi: Heronova formula , trougao, povšina.
METHODICAL ACCESS TOWARD DIFFERENT EVIDENCES OF HERON'S FORMULA

Sead Rešić

Abstract

Calculating the surface of any figure is one of the most important problems that we often meet. If the figure is possible to divide in several triangles, than the figure's surface is the sum of the surfaces of those triangles. The most common way of calculating surface is from known lengths of lengths, or they are previously calculated from known elements that determine triangle. In that case, we use Heron's formula for the surface.

This work mainly considers evidence of Heron's formula using different approaches in order to realize the basic idea: to calculate triangle’s surface as a function of lengths. The six evidences will be presented.

Key words: Heron's formula, triangle, surface.
1. UVOD
Heronov rad u oblasti matematike i fizike imao je “skoro enciklopedijski” značaj. U nizu radova obradio je konstrukciju i upotrebu različitih instrumenata za mjerenje; dao komentar Euklidovih Elemenata i sopstvene Definicije (zasnovane na Euklidovim, a namenjene izvjesnom Dionisijusu u cilju ''razumijevanja ne samo Euklidove doktrine, već i ostalih radova u domenu geometrije''). 
Sačuvano je i nekoliko djela o površinama i zapreminama, od kojih je najpoznatija Metrika. Pretpostavlja se  da je ona bila namijenjena studentima Tehnološkog instituta u Aleksandriji, gde je Heron predavao. Time se može opravdati činjenica da u Metrici postoje samo primjeri, bez dokaza. Ipak, ostaje mogućnost da je Heron svjesno stavio akcenat na ''praktičnu primjenu, prije nego na teorijsku kompletnost''.

U uvodu I knjige Metrike Heron je zabilježio da se ''geometrija rodila iz potrebe za mjerenjem i podjelom zemlje (odakle i potiče njen naziv), poslije čega je proširenje na tri dimenzije postalo neophodno da bi se mjerila čvrsta tijela''.
2. Površina nejednakostraničnog trougla
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Formula za izračunavanje površine nejednakostraničnog trougla kojem su poznate dužine sve tri stranice: 
P = 
poznata je pod imenom Heronova formula.
U Metrici (knjiga I) Heron razmatra problem izračunavanja površine trougla stranica poznatih dužina i nudi dva metoda za rješavanje problema:
I metod: 

Ovaj metod je baziran na 12. i 13. stavu II knjige Elemenata :
·  stav 12: U svakom tupouglom trouglu kvadrat na strani naspram tupog ugla je veći od zbira kvadrata na stranama koje obrazuju tup ugao za dvostruki pravougaonik obuhvaćen jednom stranom tupog ugla (onom na čije produženje pada spuštena normala) i rastojanjem te normale od tjemena tupog ugla.
· stav 13: U svakom oštrouglom trouglu kvadrat na strani naspram oštrog ugla je manji od zbira kvadrata na stranama koje obrazuju oštar ugao za dvostruki pravougaonik obuhvaćen jednom stranom oštrog ugla (onom na koju je  spuštena normala) i rastojanjem te normale od tjemena oštrog ugla.
Postoje indicije da je za formulu znao i Arhimed, a, s obzirom da je „Metrika“ kolekcija matematičkih znanja kojima je raspolagao antički svijet, moguće je da ju je Heron samo zabilježio, a ne i otkrio. 
Formula ekvivalentna Heronovoj, a zapisana u obliku:
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bila je poznata u drevnoj Kini, a otkrivena je nezavisno od Grka. Može se naći u čuvenom djelu „Devet knjiga o matematičkoj vještini“ (Shushu Jiuzhang), koje je objavio Qin Jiushao 1247. godine.  Konačno, navedimo i podatak da je formula, o kojoj se u ovom tekstu radi, dokazana u prvoj knjizi Metrika koju je napisao Heron iz Aleksandrije oko 75. godine i koja je otkrivena u Konstantinopolu tek 1896. (više o tome u [2]). U citiranim knjigama imamo različite podatke o životu Herona. Tako se u [1] navodi da je živio između 250. i 150. godine prije Krista, dok je prema [2] živio u prvom stoljeću poslije Krista.
Jedan od važnih zadataka s kojim se često susrećemo je izračunavanje površine nekog lika. Ako je lik moguće rastaviti na trougao, tada se površina lika dobiva kao zbir površina tih trouglova. Najčešće se površina računa iz poznatih dužina stranica ili se ove prethodno izračunavaju iz poznatih elemenata koji određuju trougao. U tom se slučaju za površinu koristi Heronova formula:
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gdje je 
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- dužine stranica.
Napomenimo da je formulu poznavao i grčki matematičar Arhimed (287. − 212. prije Krista) koji je živio oko tri stoljeća prije Herona.
Da bi se primijenila formula, treba izračunati poluobim s, sastaviti izraz
                                  S = s(s – a)(s – b)(s – c) 
i iz njega izvaditi drugi korijen. Ako pri ruci imamo digitron (džepno računalo), cijeli posao je izvodiv u relativno kratkom broju koraka. 
Drugo i važnije pitanje je kako se Heronova formula izvodi te je li potrebno da učenici znaju taj dokaz, odnosno hoće li se on naći u prijedlogu državne mature. Mišljenja smo da bi završeni srednjoškolci trebali znati barem jedan od dokaza Heronove formule te da bi to mogao biti zadatak koji bi u obliku projekta učenici rješavali u grupama. 

Dokaz 1. Eliminacija trigonometrijske funkcije
Polazimo od formule za površinu 
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Želimo eliminisati funkciju sin γ. U tu svrhu formulu (1.1) pišemo u obliku
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 Iz kosinusove teoreme za stranicu c možemo pisati
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Dalje je
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Izraze u gornjim zagradama možemo pisati malo drukčije: 
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Uvedemo li oznake
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                                                (1.3)
možemo pisati
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Uvrstimo li 
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a odatle korjenovanjem izlazi 
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Dokaz 2. Eliminacija visine

Polazimo od sljedeće formule za površinu trougla:
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[image: image19.emf]
Iz slike 1. vidimo da je:    m2 = c2 – vb2 , n2 = a2 – vb2 , m + n = b  i  n = b – m.
Dalje je   m2 – n2 = (m+n)(m–n) = b(2m–b) = c2 – a2 .
Želimo eliminisati vb iz formule (2.1).
Uočimo da je iz posljednje formule, tj. b(2m–b) = c2 – a2  moguće odrediti  
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Ako u izraz  vb2 = a2 – n2  uvrstimo vrijednost za  n dobijamo:
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ili drugačije napisano
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Uz oznake iz (1.3) možemo pisati da je
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Ako v_b iz (2.2) uvrstimo u (2.1) dobijamo:
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Dokaz 3. Uvođenje i eliminacija pomoćnih veličina
U torugao ΔABC upišimo kružnicu. Uvodimo pomoćne veličine m, n, p na sljedeći način (vidi sliku 2):
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Nadalje je  ΔABC = ΔAOB 
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 ΔBOC 
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 ΔCOA  pa je površina trougaoa ΔABC jednaka
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Iz trougla ΔCEO je
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Prema (3.2) možemo pisati  
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Na osnovu toga je
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Iz (3.1) i (3.3) dobivamo
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Transformišemo li lijevu stranu u posljednjoj formuli možemo pisati 
mnp+ p2 (m+n+p) = sp2 +sr2  odnosno  mnp + sp2 = sp2 + sr2 , tj.
                                              mnp = sr2.                                                                                (3.4)
Pomnožimo li (3.4) sa s dobijamo da je  smnp = s2r2  i uvažimo li (3.1) možemo pisati
P2 = smnp.   





(3.5)
Dokaz 4. Upotreba Mollweideovih formula
U svakom trougaou vrijede Mollweideove formule (Karl Mollweide, njemački matematičar i astronom (1774.−1825.)):
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Transformišimo prvu formulu u (4.1) tako da dodamo jedinicu na obje strane:
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Kako je  
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Na posve analogan način dolazimo i do sljedeće dvije formule:
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Napomena:  Relacije (4.3) i (4.4) možemo dobiti iz formule (4.2) cikličkom zamjenom 
a → b → c → a, odnosno α → β → γ → α .

Transformišimo sada prvu formulu u (4.1) tako da oduzmemo jedinicu na obje strane. Bit će
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Na posve analogan način ili cikličkom zamjenom iz (4.5) dobivamo još dvije formule:
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Iz formula (4.2), (4.6),(4.7) i (4.5) množenjem dobijamo
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Ako formulu (4.8) pomnožimo s  cabc = bcca  možemo pisati
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Desna strana u gornjoj formuli (4.9) može se zapisati u obliku
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Na taj način dobivamo da je  s(s–a)(s–b)(s–c) = P2  

i konačno, 
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Dokaz 5. Upotreba trigonometrijskog identiteta
Dokaz provodimo u dva koraka. U prvom dokazujemo jednu lemu, a u drugom koraku, na osnovu leme dokazujemo Heronovu formulu.
Lema. Ako je α + β + γ = π, onda je
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Drugim riječima, lema tvrdi da je suma kotangensa polovica ugaoova jednaka produktu kotangensa polovica ugaoova.

Dokaz leme.

Iz  α + β + γ = π  slijedi da je
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Preuredimo li desnu stranu u formuli (5.1), slijedi

[image: image63.wmf]2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

tg

ctg

ctg

-

+

+

×

+

=

+

+

+

.                                                      (5.2)
Nakon zbrajanja članova na desnoj strani jednakosti (5.2) dobivamo
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Uočimo li da je desna strana u (5.3) drugi zapis formule, zaključujemo da je ispunjeno
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čime je lema dokazana. 

Vratimo se dokazu formule.
Prema slici 2 (iz definicije funkcije ctg) možemo pisati
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dok je s druge strane,
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Iz formula (5.4) i (5.5) a na osnovu gornje leme vrijedi:
r2s = pnm 
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 r2s2 = spnm 
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 P2 = spnm.                                             (5.6)
Eliminišemo li p, n, m iz (5.6), uzevši u obzir relacije  p = s – a, n = s – b, m = s – c, dobijamo konačno, opet prema (5.6) da je
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Umjesto zaključka primijetimo da je za dokaze 1, 3, 4 i 5 potrebno poznavanje osnovnih trigonometrijskih funkcija i relacija, stoga se ne bi mogli izvoditi na nivou osnovnoškolske nastave, za razliku od dokaza 2 koji se zasniva na Pitagorinoj teoremi (vidi o tome u [1]) i može poslužiti kao ilustracija primjene iste teoreme.

Dokaz 6. Upotreba kompleksnih brojeva 
Neka je O središte upisane kružnice trougla ABC, poluprečnika r. Neka su dalje
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dužine stranica naspram tjemena A, B, C. (slika 2)
Kako je
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Koristeći poluprečnik r, realne brojeve m,n,p,u,v i w te uglove            , definišimo kompleksne brojeve 
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Takve da je 
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Sada je 
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S druge strane je lijeva strana  (6) data sa              
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Izjednačavajući realni i imaginari dio dobijamo:
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Sada je
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Kako je
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To je   
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Kako je površina trougla ABC jednaka zbiru površina trouglova BOA, COB, AOC to je :
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Ključnu ulogu igra relacija (6) iz koje se vidi da je proizvod kompleksnih brojeva 
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realan broj, pa mu je imaginarna vreijednost jednaka 0. Ova činjenica se koristi za jednostavno izračunavanje poluprečnika trougla upisane kružnice koja se na jednostavan način može izraziti  preko poluobima s. 
3. Numerička stabilnost
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Heronova formula je numerički nestabilna za trouglove sa malim uglom. Stabilna alternativa zahtijeva uređenje dužina stranica trougla tako da važi relacija                  i formula: 
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Zagrade su potrebne da bi spriječile numeričku nestabilnost izračunavanja. 
4. Generalizacija
Ustvari Heronova  formula je specijalni slučaj Bramaguptine formule za površinu tetivnog četverougla, a obje formule su specijalni slučaj Bretšnajderove formule za površinu četverougla. U oba slučaja Heronova formula se dobija ukoliko se za jednu staranicu od četverougla pretpostavi da je dužina jednaka nuli. 
Heronova formula je takođe poseban slučaj  formule za površinu trapeza koja koristi samo njegove stranice, i može se dobiti  iz nje, ukoliko se uzme da je manja osnovica trapeza  jednaka nuli. 
Heronova formula pomoću determinante čiji su članovi kvadrati dužina stanica, a  i pokazuje njenu sličnost sa Tartaljinnovom formulom za zapreminu tetraedra izgleda:
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