1 FOURIEROVE TRANSFORMACIJE

UvOD

Definicija 1.1 Integralne transformacije (INTEGRAL TRANSFORMATION)
Integralna transformacija je transformacija T koja od zadane funkcije f(x)

napravi novu funkciju f(w) koja se pojavijuje u obliku integrala.

fla) 5 Flw),

~

T{f(z)} = f(w).

Primjeri
L{f(x)} Laplaceova transformacija -najvaznija transformacija u inzenjerstvu
F{f(x)} Fourierove transformacije : Fourierova kosinusna transformacija
Fourierova sinusna transformacija
Fourierova transformacija
Primjena
Intergalne transformacije su alat za rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi, parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, integralnih jednadzbi, a koriste se
i u radu sa specijalnim funkcijama.
Ideja vodilja za Fourierovu transformaciju:
Peridi¢nu funkciju mozemo razviti u Fourierov red (red trigonometrijskih
funkcija).
Za neperidicne funkcije ideja razvoja funkcije u Fourierov red dovodi do
pojama Fourierovog integrala.
Fourierovu transformaciju zadane funkcije f dobivamo preko Fourierovog in-
tegrala te funkcije.

1.1 FOURIEROV RED (kratki podsjetnik)*

Definicija 1.2 Fourierov red (FOURIER SERIE)
Za periodicnu funkciju f(z) s periodom p=2L Fourierov red je
| f(@) =ao+ >, 1 (ancos "Ta + by sin "~ x) |
gdje su ag,an, b, Fourierovi koeficijentiod f(x)
ap = 5= f_LL f(z)dz, ap = %f_LL f(x) cos 2L adx, by = 1 f_LL f(2)sin 2Zadx.
Ako je funkcija f(x) parna onda se Fourierov red funkcije f(x) reducira na
Fourierov kosinusni red
| f(@) =ao+ >, ancos T |, ag = %fOL f(z)dz, an =2 fOL f(x) cos radz.
Ako je funkcija f(z) neparna onda se Fourierov red funkcije f(x) reducira na
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Fourierov sinusni red .,
(F@) = b=z | by =2 [ f(a)

NAPOMENA 1.1 Ako je zadana funkcija f(z) na segmentu 0 < x < L onda
Ju moZemo prosiriti periodicno s periodom 2L (po parnosti ili po neparnosti).
Prosirenu funkciju periodicnu s peridom 2L moZemo razviti u Fourierov red.

Ako je zadana funkcija f(x) na segmentu 0 < x < L progirena po parnosti
nao —L < x < L s periodom 2L onda prosirenu funkciju moZemo razviti u
Fourierov kosinusni red.

Ako je zadana funkcija f(x) na segmentu 0 < x < L prodirena po neparnosti
na —L < x < L s periodom 2L onda proSirenu funkciju moZemo razviti u
Fourierov sinusni red.

sin Fxdz.

NAPOMENA 1.2 Skup funkcija {cos Fx,sin " x} zove se trigonometrijski
sustav. Osnovno svogstvo tih funkcz]a je ortogonalnost na intervalu duljine 2L:

L
chos 2T cos B xda:—OfLsstm—xdx—O zam#n,m,n € N;

f , cos " cos “Fradr =0 za sve m,n € N.

PRIMJER 1.1 Razvij funkciju f(z), 0 < x < L u Fourierov kosinusni red:

2 L
J@={op oy Loa<l,

Rjesenje:
Buduéi trebamo naéi Fourierov kosinusni red onda ¢emo zadanu funkciju
progiriti po parnosti na —L < z < L s periodom 2L:

” L L
f(ac) = ao—&—zzo | G cO8 2, ap = 1 [y fx)dz, an =% [y f(x)cos °E
L2 L L2
Lfo v)yde = + [ f(z)de + %fL/Qf(x)da: =1/ Qxd:v +
1L 2 _1
it (L—z)de =3
an = % OL f(@)cos “radr = 2 OL/2 f(x)cos “Eadr + £ fL/2 ) cos “Exdx
= %fOL/Q 2z cos adr+ 3 fL/2 #(L—z) cos B xdxr = parcijalna integracija
= %[% sin 5F + 7r5—22(6087 -1) - 26; Sing—” - #(Cosnﬂ — cos 5]
= > (2cos T — cosnm — 1).
a1 = W2412 (2 cos ;2—” —coslr—1) =0, SVl neparnl koeficijenti su 0;
as = ﬂg}z (2 cos ?” —cos2r —1) =
a4 = 7o (2cos?7T —cosdm —1) =
ag = W2462 (2cos 5 —cosbm — 1) = ,gi.
ag = — (2cos 82”10 cos8m — 1) =0;
alp = ﬂzwg (2cos 5+ —cos 107 — 1) = 257T2,

f@) =14 - Acos 2z + §cos T+ & cos 1Pz + ],

xdx.



1.2 FOURIEROVA KOSINUSNA TRANSFORMACIJA
I INTEGRAL

Definicija 1.3 Fourierov kosinusni integral (Fourier cosine integral)

Za parnu funkciju f(x) kafemo da ima reprezentaciju pomoéu Fourierovog
kosz’nusnog integrala ako

| fl) = [y A(w) coswmdw |

gdje je A =2 [F f(t) coswtdt.

Definicija 1.4 Fourierova kosinusna transformacija (Fourier cosine transform,)
Neka je f(x) parna funkcija, Funkcija f.(w) definirana sa

Folw) = \/; 157 f(x) coswada

zove se Fourzemva kosmusna transformacija. Proces dobivanja transforma-
cije f. iz zadane funkcije f takoder se zove Fourierova kosinusna transformacija

i oznacava F, f(x) i J/c\c(w), FAf(x)} = J/c\c(w)

Definicija 1.5 Inverzna Fourierova kosinusna transformacija (Inverse Fourier
cosine transform)

Neka je fc(w) Fourierova kosinusna transormacija funkcije f(x).

Funkcija f(x) definirana sa

_ [2 oo F
= \/;fo fe(w) cos wrdw
zove se inverzna Fourierova kosinusna transformacija. Proces dobivanja

funkcije f iz zadane Fourierove kosinusne transformacije f. takoder se zove
inverzna Fourierova kosinusna transformacija i oznacava

FL RS f@), FRw)} = fa).

NAPOMENA 1.3 Fourierova kosinusna transformacija definira se pomocéu
Fourirovog kosinusnog integrala:

U Fourierovom integralu f(z) = [;~ A(w) cos wrdw oznacimo A(w \/7fc ),
gdje je fo(w \/7f0 t) coswtdt. Zato je

T) = \/;fo Fo(w) cos wadw.

PRIMJER 1.2 Nadite Fourierovu kosinusnu transformaciju j/‘\c(w) funkcije
zadane funkcije f(x):

O<zr<a
T > a.

fa)={ g

Rjesenje:

Fo(w) = \/?fo x) coswzdr = \/gfoaccos wrdr = \/gc%
Flf(@)} = fe(w)



PRIMJER 1.3 Nadite Fourierovu kosinusnu transformaciju fc(w) Sfunkcije
zadane funkcije f(x):
f(z) =exp(—x),0 < z < 0.

RjesSenje:

ﬁ(w) = \/gfooo f(z) coswadx = \/gfooo exp(—x) cos wrdx =parcijalna in-
tegracija

_ J2_1

- \/;1+w2 '

Fel (@)} = fe(w);

F,
exp(—z) = %ﬁ

1.3 FOURIEROVA SINUSNA TRANSFORMACIJA I
INTEGRAL

Definicija 1.6 Fourierov sinusni integral (Fourier sine integral)

Za neparnu funkcijuf (x) kazemo da ima reprezentaciju pomodu Fourierovog
sinusnog integrala ako

| f(@) = [, B(w)sinwazdw |,

gdje je B(w) = 2 [ f(t) sinwtdt.

o

Definicija 1.7 Fourierova sinusna transformacija (Fourier sine transform)
Neka je f(x) neparna funkcija. Funkcija fs(w) definirana sa

N 00 .

fs(w) = \/gfo f(x) sinwzdx
zove se Fourierova sinusna transformacija. Proces dobivanja transforma-
cije fs iz zadane funkcije f takoder se zove Fourierova sinusna transformacija i
oznacava

Foo  f@) TR,  Flf@)} = fuw).

Definicija 1.8 Inverzna Fourierova sinusna transformacija (Inverse Fourier
sine transform)

Neka je fs(w) Fourierova sinusna transormacija funkcije f(z).

Funkcija f(x) definirana sa

flx) = \/gfooo fs(w) sin wzdw
zove se inverzna Fourierova sinusna transformacija. Proces dobivanja funkcije
f iz zadane Fourierove sinusne transformacije fs takoder se zove inverzna Fourierova
sinusna transformacija i oznacava

FL RS @), FRw) = f@).




NAPOMENA 1.4 Fourierova sinusna transformacija definira se pomocéu Fourirovog
sinusnog integrala:
U Fourierovomn sinusnom integralu f(x) = fooo B(w) coswzdw oznacimo

B(w) = /2 f.(w),
gdje je fi(w) = \/gfooo f(t)sinwtdt. Zato je
flx) = \/gfooo Fs(w) sinwadw.

PRIMJER 1.4 Nadite Fourierovu sinusnu transformaciju fs(w) funkcije zadane

funkcije f(x):
¢, O<zxz<a
) =A{ 0 x> a.
Rjesenje:

Fo(w) = \/gfooo f(x)sinwzdr = \/gfoacsinwxdx = \/gcl_c%
Fdf(@)} = fo(w)

PRIMJER 1.5 Nadite Fourierovu sinusnu transformaciju ﬁ(w) funkcije zadane
funkcije f(x):
f(z) = exp(—2),0 < z < 0.

Rjesenje:

Fo(w) = \/gfooo f(x)sinwzdr = \/gfooo exp(—x) sin wazdr =parcijalna in-
tegracija

= \/ge’a(;;”) [—w cos wz — sinwz]|§° = \/glf’wQ.

Folf @)} = Fow);

Fs
exp(—z) = % THar

1.3.1 SVOJSTVA FOURIROVIH SIN I COS TRANSFORMACIJA

TEOREM 1.1 Ako je f(x) apsolutno integrabilna na [0,00) i po dijelovima
neprekidna na svakom konaénom intervalu onda Fourierova kosinusna f.(w) i
sinusna transformacija  fs(w) funkcije f(x) postoje.

TEOREM 1.2 svojstvo linearnosti

Ako su f(x) i g(x) apsolutno integrabilne na [0,00) i po dijelovima neprekidne
na svakom konacnom intervalu onda za funkciju af(x)+bg(x) Fourierova kosi-
nusna i sinusna transformacija postoje i vrijedi $V0J5V0 linearnosti

Felaf(z) +bg(x)} = aF{f(2)} + bFef{g(2)} = afe(w) + bge(w);

Folaf (@) +bg(2)} = aF{f(2)} + bF{g(2)} = afs(w) + bgs(w).



Dokaz:

Faf(z)+bg(z)} = \/gfooo (af(x) +bg(z)) cos waxdx =linearnost integrala

= a\/g I f(x) coswadz + b\/g 157 9(x) coswadr = afo(w) + bgo(w)

= aF{f(x)} + bFc{g(x)}-
TEOREM 1.3 transformacija derivacije

Neka je f(x) neprekidna i apsolutno integrabilna na [0,00) i limg,_ oo f(x)=0.
Neka je f’(x) po dijelovima neprekidna na svakom konacénom intervalu. Tada
vrigeds

FAL (@)} = wFf(@)} — /21(0);

Fs{f'(2)} = —wFA{f(z)}.

Dokaz:

FAf' ()} = \/gfooo f'(x) coswxdr =parcijalna integracija

= \/g[f(x) cos wz|§° +wf0°° f(z) sinwadx] = f\/gf(O) + wﬁ(w)

= —\/2(0) + wF{f (@)}

F{f ()} = \/gfooo f'(x) sinwxdz =parcijalna integracija

= \/g[f(l‘) sinwz|® —w ;7 f(z) coswadz] =0 — wfo(w)

= —wF{f(x)}.
PRIMJER 1.6 Pokazite da vrijedi

Fl"(#)) = ~w?Fel f(@)} — /2(0);

FI"(@)} = —w?F{f(@)} +1/21(0).

Rjesenje:

FL"(@)} = wF{['(@)} = \[2/(0) = ~w’Fo{f (@)} = /21(0);

Fo{f" (@)} = —wF{f'(2)} = —w*F{ f(2)} + \/gf(())

PRIMJER 1.7 Nadite Fourierovu kosinusnu transfomaciju funkcije f(x) =
exp(—azx),a > 0.

Rjesenje:

f(w) = eap(~az)

f1(z) = —aexp(—az); f1(0) = —a

Iz f7(z) = a’exp(—azx) = a® f(x)i svojstva linearnosti slijedi da je

FAP @)} = @FAf ()},

Osim toga vrijedi F.{f"(z)} = —w?F.{f(x)} — \/gf’(O) = —w?F{f(x)}+
2a.

Zato



PFAf (@)} = ~w?F{ (@)} + a2, .
FAf@)} = /2ot

.. Fe
Zapisujemo exp(—azx) = \/gaziwﬁ
N 2
ff(w) = \/;aQ-ﬁw?'

1.4 FOURIEROVA TRANSFORMACIJAITINTEGRAL

Definicija 1.9 Fourierov integral -realni oblik (Fourier integral-real form)
Za funkciju f(z) kazZemo da se moZe prikazati pomocu Fourierovog integrala
u realnom obliku ako
| f(= OO[A(w) coswz + B(w) sinwa]dw |,
gdje su A =1 [% f(t)coswtdt;
= jrffoof t) sin wtdt.

TEOREM 1.4 Ako je f(x) neprekidna na svakom konacénom intervalu koja
ima desnu 1 lijevu derivaciju u svakoj tocki i ako postoji integral f | f(x|dx
onda se f(x) moze prikazati pomoéu Fourirovog integrala (u realnom oblzku)

U tockama prekida funkcije f(x) vrijednost Fourirovog integrala jednaka je
aritmetickoj sredini limesa slijeva 1 sdesna u toj tocki.

Definicija 1.10 Fourierov integral - kompleksni oblik (Fourier integral-complex
form)

Za funkciju f(x) kazZemo da se moze prikazati pomocu Fourierovog integrala
U kompleksnom obliku ako je

| ) = o= [0 [0, [(t) - expliw(z — t)]dtdw |

Izvod kompleksnog oblika iz realnog oblika Fourirovog integrala:
= [, [A(w) cos wz + B(w) sin wa]dw

= }r I o g f )[cos wt cos wx + sin wt sin wz]dtdw
adicioni teorem za cos i parnost funkcije cos
L2, f(t) cos(wz — wt)dt]dw

] je parna funkcua od w
= o [ )7, f(t) cos(wa — wt)dt]dw
dodamamo sumand=0 5 [% [[7 f(t)sin(wz — wt)dt]dw =0

= [T T f(t) cos(wz—wt)dt)dw+is= [T [[70 f(t) sin(wz —wt)dt]dw

= [70 0[50 f(t)(cos(wa — wt) + i sm(wx - wt))dtdw
= Eulerova formula exp(ip) = cosp + isinp
=5 [T [ f(t) expliw(z — t)]dtdw.

Definicija 1.11 Fourierova transformacija (Fourier transform)
Za zadanu funciju f(x), funkcija f(w) definirana sa
‘ flw) = % 75, f(@) - exp(—iwz)da ‘




~

zove se Fourierova transformacija. Proces dobivanja transformacije f iz
zadane funkcije f takoder se zove Fourierova transformacija i oznacava

~

F.oo f@) D fw),  Ff@)) = fw).

Definicija 1.12 Inverzna Fourierova transformacija (Inverse Fourier trans-
form)

Neka je f(w) Fourierova transormacija funkcije f(x).

Funkcija f(x) definirana sa

[7(@) = = [ Fw) - expliwa)dw |

zove se inverzna Fourierova transformacija. Proces dobivanja funkcije f iz
zadane Fourierove transformacije f takoder se zove inverzna Fourierova trans-
formacija i oznacava

FL ) S f@),  FH W)} = f).

NAPOMENA 1.5 Fourierova transformacija definira se pomocéu Fourirovog
integrala:
U Fourierovom integralu

F) = & [ [ () expliv(z — 6))dtdu

= \/% ffooo[\/% S5, F(t) exp(—iwt)dt] exp(iwz)dw
oznacimo unutarnji integral [..]

Flw) = = [, F(0) expl(—iut)at

Zato je N

1) = = 7% Flw) explin)du:

~

PRIMJER 1.8 Nadite Fourierovu transformaciju f(w) funkcije zadane funkcije
f(z):

O<zxr<a
x > a.

) =1

Rjesenje:
1 exp(—iwa)—1

flw) = \/% 75 f(@) exp(—iwz)de = \/%cfoa exp(—iwz)dr = =c=E=0

~

F{f(2)} = f(w)

Uocimo:
1 exp(—iwa)—1 _ 1 sin wa cl—coswa]l _ 1 2 .sinaw - /2 1—coswa
\/ﬁc —iw - \/%C[ w +e w ] - 2[ P +e ¢ w ]

ﬁ(w) — \/gcsinujzw.
fs(w) — \/gclfc;)]swa.



PRIMJER 1.9 Nadite Fourierovu transformaciju f(w) funkcije zadane funkcije
f(z):

f(z) = exp(—ax?), a > 0.

Rjesenje:
f(w \/ﬁf f(x) exp(—iwz)dr = \/ﬁf exp(—ax?) exp(—iwz)dz
= \/ﬁ f_oo exp(—ax? — jiwz)dz = dopunjavamo na potpun kvadrat
2
= 752 (= i5) [ exp[—(Var — 57)%)de
= supstitucija z = 2\/5
2 00
= % exp(—i’—a)ﬁ 7o exp[—22]dz
=poznati integral [*_exp[—z%]dz = /T

i %exp(fif—;).
flw) = jfxp(*w—j)
F{f(@)} = f(w).

1.4.1 SVOJSTVA FOURIEROVIH TRANSFORMACIJA

TEOREM 1.5 Ako je f(z) apsolutno integrabilna na [0,00) i po dijelovima
neprekidna na svakom konacénom intervalu onda Fourierova transformacija f(w)
funkeije f(x) postoji.

TEOREM 1.6 svojstvo linearnosti

Neka funkceije f(x) i g(x) imaju Fourierove transformacije. Tada za bilo koje
konstante a i b funkcija af(z) + bg(x) ima Fourierovu transformaciju i vrijedi
svojsvo linearnosti

Flaf(x) +bg(x)} = aF{f(x)} + bF{g(@)} = af(w) + bj(w).

Dokaz:

Flaf(z) + bg(x)} = \/% [ (af (@) + bg(x)) exp(—iwz)dz =linearnost in-
tegrala

= aﬁ%—ﬂ 2 f(z) exp(—iwz)dx + b—A= f x) exp(—iwx)dx

— af(w) + b5(w)

= aF{f(x)} +bF{g(2)}.

TEOREM 1.7 Transformacija funkcije pomaknute u varijabli z-a
Neka f(x) ima Fourierovu transformaciju. Tada vrijedi

| F{f(z — a)} = exp(—iwa) - F{f(2)} |

Dokaz:
F{f(zx —a)} = \/ﬁ f f(z — a) exp(—iwz)dx
= supstitucija z —a =p




= o= J 7o F(p) exp[—iw(p + a)ldp

= exp(—iwa) - —= [ f(p) exp(—iwp)dp
. = exp(—iwa) - F{f(2)}.
f(w — a) = exp(—iwa) f(w).

TEOREM 1.8 Transformacija derivacije
Neka je f(x) neprekidna na R i lim|y oo f(x) = 0. Neka je f’(x) po di-
jelovima apsolutno integrabilna na R. Tada vrijedi

| P (@)} = iwF{f(2)} |

Dokaz:
F{f'(x)} = \/% ffooo f'(z) exp(—iwz)dx

= parcijalna integracija

= 757 (@) exp(—iwa)|[ X — (—iw) 7 [72, (@) exp(—iwe)dz)
= iwf(w)
= iwF{f(x)}.

PRIMJER 1.10 Pokazite da vrijedi
| F{f"(2)} = —w?F{f(2)} |

Rjesenje:

F{f"(@)} = iwF{f'(x)} = iwliwF{f(x)}] = —w?F{f(2)}.

PRIMJER 1.11 Nadite Fourierovu transfomaciju funkcije f(x) = x exp(—x?)

Rjesenje:

Koristimo primjer ,
9(z) = exp(—a?), §(w) = = exp(—22)

i svojstvo F{¢'(x )} = wF{g(x)}.

f(x) = zexp(—2?) = —34'(2)

Flf@)} =F{=39 )} = —3F{g'(2)} = —53F{d (@)} = —iwF{g(z)}

= —Ezw\lf exp( “’T)

TEOREM 1.9 Transformacija konvolucije funkcija

Neka su f(x) i g(x) po dijelovima neprekidne funkcije, ogranicene i apsolutno
integrabilne na R.

Tada knovolucija funkcija

= [2 . f®)glx —p)dp = [Z_ f(z—p)g(p)dp

ima Fourierovu transformaciju

| FU(f xg)(@)} = VorF{f(2)} - Fg(a)} |

1 vrijeds

‘ (f*g)(x) = [T f(w)-G(w)exp(iwz)dw ‘
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Dokaz:
FUf = 9) @)} = = [T 75 F(p)g(a — p)dp] exp(—iwz)d

=supstitucija z =z —p

= fz—,rf_oo 22 F(0)g(2) exp[—iw(z + p)ldpdz

= =" f f (p) exp(—iwp) - g(= )eXp(—in)dpdz
mf_ exp(—iwp)dp - [ 7 g(z) exp(— iwz)dz

= V2| rf f(p)exp( iwp)dp - = |72, 9(z) exp(—iwz)dz]

—\/ﬁf( ) - g(w)
=V2rF{f(2)}  Flg(x)}.

Prema definiciji inverzne Fourierove transformacije
(f*g)( ) = ¢127 foo (f * 9)(w) exp(iwz)dw

o= o V2r f( Flw) - G(w) exp(iwz)dw

Joo f(w) - glw )exp(zwx)dw.

1.5 PRIMJENE FOURIEROVE TRANSFORMACIJE U
PDJ

Ako je pocetni ili rubni problem zadan na Ry onda se mogu koristiti Fourierova
kosinus ili sinus transformacija, a ako je problem zadan na cijelom R onda
koristimo Fourierovu transformaciju.

PRIMJER 1.12 PROVODENJE TOPLINE KROZ STAP

Naéi temperaturu u(z,t) u Stapu konstantnog presjeka uz pocetne i rubne
uvjete:

u(z,0) = f(z), —c0o <z < oo

Za svaki t > 0,u(x,t) — 0,2 spu(r,t) — 0, |z — oo.

Rjesenje:

Prisjetimo se:

Du(z,t) = c? 6‘12 u(z,t)

t>0,u(0,t) =0,u(L,t) =0.

u(z,0) = f(z),—L <z < L.

Koriste¢i Fourierovu metodu (separacije varijabli) i razvoj funkcije f(x) u
Fourierov red nalazimo rjesenje

uw(z,t) =" E, exp[ (C"") t] - sin 5,

gdje je B, = 2 fo )sin X .

Treba rijesiti rubni problem

gt (x,t) =2 aaxg u(x,t)

t>0,u(x,t) — 0, 8Iu(a:,t) — 0,]z| — oo.

u(z,0) = f(z), —00 < z < 0.

Ideja: 1. korak: Primijeniti Fourierovu transformaciju u odnosu na varijablu
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Flu(z,t)} = u(w,t),
2. korak: nadi rjesenje ODJ za u(w,t) po varijabli t, koristeéi Fourierovu
transformaciju funkcije f(x),
3. korak: nadi inverznu Fourierovu transformaciju u(z, t).
‘ PDJ Zu(z,t) =2 6312 u(z,t) za funkciju u(x,t) ‘
1. korak:
F{2u(e,t)} = F{ L u(x, 1)}
= 2F{ L u(z, )}
—transformacija druge derivacije
— R (—wF{u(w,1)}).
Lijevu stranu racunamo po deﬁHICIJI Fourierove transformacije
F{Zu(z,t)} = \/ﬁ 7 Su(a, t) - exp(—iwz)da
= svojstvo da integral i derivacija mogu zamijeniti mjesta
=2 \/ﬂf u(z,t) - exp(—iwz)dz]
= HF{u(w, 1)},
ODJ 2 F{u(w, )} = —w?F{u(w,t)}
ili zapisujemo
| ODJ Zi(w,t) = —c*w?U(w, t) za Fouierovu transformaciju a(w, t). |
2. korak:
Rjesenje ODJ za funkciju u(w,t) po varijabli t je (separacija varijabli)
t(w,t) = Cexp(—c?w?t) , gdje konstanta C=C(w).
Funkciju C(w) odredujemo primjenjujuéi Fourierovu transformaciju na pocetni
uvjet u(x,0) = f(x), —o0o < x < 0.
f{u(a:,O)} = f{f(.%‘)}, tj. @(w,O) = f(w)
Zato je u(w,0) = C(w) = f(w), a
‘ rjeSenje ODJ u(w,t) = f( )exp(—cQth) \
gdje je f(w) = \/ﬁf— ) - exp(—iwz)dz.
3. korak:
Inverzna Fourierova transformacija od u(w,t) je u(z,t):
‘uzt rf u(w,t) - exp(zwxdw‘

(a) Uvrstimo poznate Fourierove transformacije i primijenimo zamjenu poretka
integracije
u(z,t) = \/ﬂf Flw) exp(—c?w?t) - exp(iwz)dw
= \/ﬂf—oo \/ﬁf—oo f(p) - exp(—iwp)dp] - exp(—c*w?t) - exp(iwx)dw
= 57 [ oo 07 exp(—iwp) - exp(—c*w?t) - exp(iwa)dw]dp
% ffooo f(p) [ffooo exp(—c?w?t) - exp[i(wz — wp)]dw]dp
=Eulerova formula exp(iyp) = cosp + ising
= 7 F)[) 70, exp(—c2w?t) - [cos(wa — wp) + i sin(wz — wp)]dw]dp
=integral imaginarnog dijela je jednak 0 jer je neparna funkcija
% ffooo f(p) [ffooo exp(—c?w?t) - cos(wx — wp)dw]dp
=integral realnog dijela je jednak dvostrukom integralu na [0, 00) jer je

parna funk.
— % ffooo f(p) [fooo exp(—c?w?t) - cos(wx — wp)dw]dp
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=unutarnji integral rjesavamo koriste¢i fooo exp(—p?) - cos(2bp)dp =
@ exp(—b?)
— I — % p_ z=p.
=supstitucija w = c\/Z’b = o
= 5oz 1 F ) expl =R lap.
‘ Rjesenje PDJ u(z,t) = ﬁ . %ffooo f(p) - exp[— (4C2t |dp ‘
(b) Koristedi transformaciju konvolucije.

PRIMJER 1.13 VALNA JEDNADZBA
Nadéi progib u(x,t) beskonacne Zice, —oo < x < 00, koja poprecno oscilira uz
pocetne i rubne uvjete:
u(xz,0) = f(x),pocdetni progib,
2u(x,0) = 0, pocetna brzina
Za svakit > 0,u(z,t) — 0, Zu(z,t) — 0,|z] — cc.

Rjesenje:

Prisjetimo se:

aat (x,t) =2 6‘12 u(x,t)

t>0,u(0,t) =0,u(L,t) = 0.

u(z,0) = f(z),-L<z <L

Siu(z,0) = 0.

Koristeéi Fourierovu metodu (separacije varijabli) i razvoj funkcije f(x) u
Fourierov red nalazimo rjesenje

u(x,t) = ZOO E, cos(cmT ) - sin(2Z ),

gdje je B, = 2 fo )sin 22z,

Koristeci adicioni teorem za cosa - sin 3 = L[sin(8 — &) + sin(B + o)].

u(w,t) = 31f* (@ — ct) + f*(@ + b)),

gdje je f* neparna peridi¢na funkcija dobivna od f prosirivanjem po neparnosti
na [-L,L]

Treba rijesiti rubni problem

g—;u(x, t)=c? 6‘912 u(x,t)

t>0,u(x,t) — 0, 8Iu(ar:,t) — 0, |z| — oo.

u(z,0) = f(z), —00 < x < 00,

siu(z,0) = 0.

Ideja: 1. korak: Primijeniti Fourierovu transformaciju u odnosu na varijablu

Flu(z,t)} = u(w, t),

2. korak: naéi rjesenje ODJ za u(w,t) po varijabli t, koristeé¢i Fourierovu

transformaciju funkcije f(x),
3. korak: naéi inverznu Fourierovu transformaciju u(z, t).

‘ PDJ 2u(as t)=c? {iQ u(z,t) za funkciju u(z,t) ‘
1. korak
f{atQU(m t)} = F{c? 6,Izu(az,t)}

= ch{Wu(m, t)}
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—transformacija druge derivacije

= A (—w?F{u(w,t)}).
Lijevu stranu racunamo po deﬁmcm Fourierove transformacije
2 .
F{Zu(z,t)} = le_ﬂ 2 u(x,t) - exp(—iwz)de
= bVOJtiO da integral i derivacija mogu zamijeniti mjesta

atz \/ﬂf u(z,t) - exp(—iwz)dz]
8t2]:{u(w )}
ODJ g; Flu(w,t)} = —2w? F{u(w,t)}

ili zapisujemo

ODJ g—;ﬁ(w, t) + 2w?i(w, t) = 0 za Fouierovu transformaciju (w, t). ‘

2. korak:

Rjesenje ODJ za funkciju @(w,t) po varijabli t je (homogena, drugog reda s
konstantnim koeficijentima)

u(w,t) = Acos(cwt) + Bsin(cwt), gdje su konstante A = A(w), B = B(w).

Funkcije A(w) i B(w) odredujemo primjenjujuéi Fourierovu transformaciju
na pocetne uvjete

u(z,0) = f(x), 2 5iu(r,0) = 0,—00 <z < 00.

Fufz,00} = F{f(2)}, 1. u(w,t) = f(w);

F{%u(x,()) = 8t]-"{u(:c O)} tj. aat u(w,0) = 0.

Zato je u(w,0) = A(w) = f(w), a

Siu(w,0) = cwB(w) = 0.

‘ rjesenje ODJ t(w,t) = f(w) cos(cwt) ‘,

gdie jo F(w) = 2= | f(z) - exp(—iwa)da.

3. korak:

Inverzna Fourierova transformacija od u(w,t) je u(x,t):

‘ u(z,t) = rf u(w,t) - exp(iwz)dw ‘

Koristeci transformacmi funkcije pomaknute u varijabli x-a:

flw—a) = exp( iwa) f (w),

u(z,t) \/ﬂ 1= Fw) cos(cwt) - exp(iwa)dw

exp(ip)+exp(—ip)
2

=definicija cosp =

o \/127.r foo f . exp(icwt)JrQeXp(ficwt) . exp(zwx)dw
=1 \/ﬁ s ) - exp(icwt) - exp(iwz)dw

+3- m 1= f ) - exp(—icwt) - exp(iwz)dw

=1. \/% ffooof(w + ct) - exp(iwz)dw

+1- \/% J75 Flw — ct) - exp(iwz)dw

=1 -flx+ct)+ 5 flw—ct).
| Rjesenje PDJ u(x,t) = 5 f(x+ct) + 5 f(x —ct) |
DISKRETNE FOURIEROVE TRANSFORMACIJE (DFT)
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